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Xülasə.  Bu işdə kəsilmə nöqtələrində qoşma şərtləri ilə verilən gecikən arqumentli Şturm-

Liuvill tip məsələnin məxsusi ədədlərinin asimptotikası öyrənilir və requlyarizə edilmiş izi hesab-

lanır. 

Аннотация.  В данной работе изучается асимптотика собственных значений  задачи 

типа Штурма-Лиувилля с запаздывающим аргументом и условиями сопряжения в точках 

разрыва и вычисляется регуляризованный след. 

Abstract.  In this paper, we study the asymptotic behavior of the eigenvalues of a Sturm-

Liouville problem with a retarded argument and transmission conditions at discontinuity points 

and calculate the regularized trace. 

Açar sözlər:  gecikən arqumentli diferensial tənlik, məxsusi ədəd və məxsusi funksiyaların 

asimptotikası, requlyarizə edilmiş iz 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение с запаздывающим аргументом, асимп-

тотика собственных значений и собственных функций, регуляризованный след 

Key words: differential equation with retarded argument, asymptotics of eigenvalues and 

eigenfunctions, regularized trace 

İlk dəfə skalyar tənlik üçün requlyarizə edilmiş iz İ.M. Gelfand və B.M. Levitanın [1] işində 

hesablanmışdır. Bu təməl işdən sonra müxtəlif müəlliflərin requlyarizə edilmiş izlərə aid [2 − 6] 
tədqiqatları ortaya çıxmışdır. Bu işdə gecikən arqumentli Şturm-Liuvill tip məsələnin requlyarizə 

edilmiş izi hesablanır. 

[0, ℎ1) ∪ (ℎ1, ℎ2) ∪ (ℎ2, 𝜋] aralığında  

𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥 − ∆(𝑥)) + 𝜆2𝑦(𝑥) = 0                                      (1) 

tənliyi 

𝑦(0) cos 𝛼 + 𝑦′(0) sin 𝛼 = 0,                                                 (2) 

𝑦(𝜋) cos 𝛽 + 𝑦′(𝜋) sin 𝛽 = 0,                                                (3) 

sərhəd şərtləri və 

𝑦(ℎ1 − 0) − 𝛿𝑦(ℎ1 + 0) = 0 ,                                                     (4) 

𝑦′(ℎ1 − 0) − 𝛿𝑦′(ℎ1 + 0) = 0,                                                   (5) 
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𝑦(ℎ2 − 0) − 𝛾𝑦(ℎ2 + 0) = 0 ,                                                     (6) 

𝑦′(ℎ2 − 0) − 𝛾𝑦′(ℎ2 + 0) = 0,                                                      (7) 

qoşma şərtləri ilə verilən sərhəd məsələsinin requlyarizə edilmişizi hesablanır, burada 𝑞(𝑥) 
[0, ℎ1) ∪ (ℎ1, ℎ2) ∪ (ℎ2, 𝜋] aralıqlarının hər birində həqiqi qiymətli və kəsilməz 

funksiyadır, 𝑞(ℎ𝑖 ± 0) = lim
𝑥→ℎ𝑖±0

𝑞(𝑥), 𝑖 = 1,2 sonlu limiti var; ∆(𝑥) ≥ 0 aralıqlarının hər birində 

həqiqi qiymətli və kəsilməz funksiyadır, ∆(ℎ𝑖 ± 0) = lim
𝑥→ℎ𝑖±0

∆(𝑥), 𝑖 = 1,2 sonlu limiti var; 

𝑥 − ∆(𝑥) ≥ ℎ1, 𝑥 ∈ [0, ℎ1)  
 
isə 𝑥 − ∆(𝑥) ≥ ℎ2  , 𝑥 ∈ (ℎ1, ℎ2),   isə 𝑥 − ∆(𝑥) ≥ ℎ2    𝑥 ∈ (ℎ2 , 𝜋] 

isə
 

 həqiqi spektral parametr, ℎ1, ℎ2  𝛿, 𝛾 həqiqi sabitlərdir, belə ki 

0 < ℎ1 < ℎ2 < 𝜋 , sin 𝛼 cos 𝛼 ≠ 0. 

 Bu işdə (1)-(7) məsələsinin requlyarizə edilmiş izi hesablanır. 

Tutaq ki,  𝜔1(𝑥, 𝜆 )   (1) tənliyinin  [0, ℎ1)  aralığında   

                 𝜔1(0, 𝜆 ) = sin 𝛼,     𝜔1
′ (0, 𝜆 ) = −cos 𝛼                                     

şərtlərini ödəyən həllidir. Bu başlanğıc şərtlər  yeganə həll təyin edir (bax1). 

Yuxarıdakı həlli təyin etdikdən sonra  (1) tənliyinin  [ℎ1, ℎ2 ] aralığında  𝜔2(𝑥, 𝜆 )   həllini 

𝜔1(𝑥, 𝜆 )   vasitəsi və  

  𝜔2(ℎ1, 𝜆 ) = 𝛿−1 𝜔1(ℎ1, 𝜆 ),    𝜔2
′ (ℎ1, 𝜆 ) = 𝛿−1𝜔1

′ (ℎ1, 𝜆 )              

başlanğıc şərtləri ilə təyin edək. 

Yuxarıdakı həlləri təyin etdikdən sonra    (1) tənliyinin  [ℎ2, 𝜋 ] aralığında  𝜔3(𝑥, 𝜆 )   həllini 

𝜔2(𝑥, 𝜆 )   vasitəsi və  

  𝜔3(ℎ2, 𝜆 ) = 𝛾−1 𝜔2(ℎ2, 𝜆 ),    𝜔3
′ (ℎ1, 𝜆 ) = 𝛾−1𝜔2

′ (ℎ2, 𝜆 )              

başlanğıc şərtləri ilə təyin edək. 

Nəhayət, [0, ℎ1) ∪ (ℎ1, ℎ2) ∪ (ℎ2, 𝜋] aralığında  

𝜔(𝑥, 𝜆 ) = {

𝜔1(𝑥, 𝜆 ),   𝑥 ∈ [0, ℎ1)

𝜔2(𝑥, 𝜆 ), 𝑥 ∈ (ℎ1, ℎ2) 

𝜔2(𝑥, 𝜆 ),    𝑥 ∈  (ℎ2, 𝜋] 

 

bərabərliyi ilə təyin olunmuş 𝜔(𝑥, 𝜆 ) funksiyası [0, ℎ1) ∪ (ℎ1, ℎ2) ∪ (ℎ2, 𝜋] aralığında 
(1) tənliyini, sol ucda sərhəd şərtini və keçid şərtlərini ödəyir. 

Aşağıdakı düsturlar əldə edilir 

𝜔1(𝑥, 𝜆 ) = sin 𝛼 cos 𝜆𝑥 −
cos 𝛼

𝜆
sin 𝜆𝑥 − 

−
sin 𝛼

2𝜆
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

sin 𝜆(𝑥 − ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 − 
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−
sin 𝛼

2𝜆
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

sin 𝜆(𝑥 − 2𝜏 + ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 − 

−
cos 𝛼

2𝜆2
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

cos 𝜆(𝑥 − ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 + 

+
cos 𝛼

2𝜆2
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

cos 𝜆(𝑥 − 2𝜏 − ∆(𝜏))𝑑𝜏 + 𝑂 (
1

𝜆3
).                                     (8)  

𝜔2(𝑥, 𝜆 ) =
sin 𝛼

𝛿
cos 𝜆𝑥 −

cos 𝛼

𝜆𝛿
sin 𝜆𝑥 − 

−
sin 𝛼

2𝜆𝛿
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

sin 𝜆(𝑥 − ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 − 

−
sin 𝛼

2𝜆𝛿
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

sin 𝜆(𝑥 − 2𝜏 + ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 − 

−
cos 𝛼

2𝜆2𝛿
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

cos 𝜆(𝑥 − ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 + 

+
cos 𝛼

2𝜆2𝛿
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

cos 𝜆(𝑥 − 2𝜏 − ∆(𝜏))𝑑𝜏 + 𝑂 (
1

𝜆3
),                                      (9)  

𝜔3(𝑥, 𝜆 ) =
sin 𝛼

𝛿𝛾
cos 𝜆𝑥 −

cos 𝛼

𝜆𝛿𝛾
sin 𝜆𝑥 − 

−
sin 𝛼

𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

sin 𝜆(𝑥 − ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 − 

−
sin 𝛼

2𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

sin 𝜆(𝑥 − 2𝜏 + ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 − 

 

−
cos 𝛼

2𝜆2𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

cos 𝜆(𝑥 − ∆(𝜏)) 𝑑𝜏 + 
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+
cos 𝛼

2𝜆2𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝑥

0

cos 𝜆(𝑥 − 2𝜏 − ∆(𝜏))𝑑𝜏 + 𝑂 (
1

𝜆3
).                               (10)  

  𝜔(𝑥, 𝜆 )–i (3)-də yerinə yazsaq,  

        𝑊(𝜆 ) ≡ 𝜔(𝜋, 𝜆 ) cos 𝛽 + 𝜔′(𝜋, 𝜆 ) sin 𝛽 = 0.                                     (11)  

xarakteristik tənliyini alarıq. 

(8) –(11)-dən alırıq 

𝑊(𝜆 ) ≡ −
sin 𝛼 sin 𝛽

𝛿𝛾
𝜆 sin 𝜆𝜋 + 

+
sin(𝛼 − 𝛽) sin 𝛽

𝛿𝛾
cos 𝜆𝜋 −

cos 𝛼 cos 𝛽

𝜆𝛿
sin 𝜆𝜋 − 

−
sin 𝛼 sin 𝛽

2𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

[cos 𝜆(𝜋 − ∆(𝜏)) + cos 𝜆(𝜋 − 2𝜏 + ∆(𝜏))]𝑑𝜏 − 

−
sin 𝛼 cos 𝛽

2𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

[sin 𝜆(𝜋 − ∆(𝜏)) + sin 𝜆(𝜋 − 2𝜏 + ∆(𝜏))]𝑑𝜏 + 

−
cos 𝛼 sin 𝛽

2𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

[sin 𝜆(𝜋 − ∆(𝜏)) + sin 𝜆(𝜋 − 2𝜏 + ∆(𝜏))]𝑑𝜏 + 

+
sin 𝛼 sin 𝛽

4𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

[ ∫ 𝑞(𝑡1)

𝜏−∆(𝜏)

0

sin 𝜆(𝜋 − ∆(𝜏) − ∆(𝑡1)) 𝑑𝑡1] 𝑑𝜏 − 

−
sin 𝛼 sin 𝛽

4𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

[ ∫ 𝑞(𝑡1)

𝜏−∆(𝜏)

0

sin 𝜆(𝜋 − 2𝜏 + ∆(𝜏) + ∆(𝑡1)) 𝑑𝑡1] 𝑑𝜏 + 

+
sin 𝛼 sin 𝛽

4𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

[ ∫ 𝑞(𝑡1)

𝜏−∆(𝜏)

0

sin 𝜆(𝜋 − ∆(𝜏) − 2𝑡1 + ∆(𝑡1)) 𝑑𝑡1] 𝑑𝜏 − 

−
sin 𝛼 sin 𝛽

4𝜆𝛿𝛾
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

[ ∫ 𝑞(𝑡1)

𝜏−∆(𝜏)

0

sin 𝜆(𝜋 − 2𝜏 + ∆(𝜏) + 2𝑡1 − ∆(𝑡1)) 𝑑𝑡1] 𝑑𝜏 +  𝑂 (
1

𝜆3
). 

𝐴2(𝜆) =
1

2
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

sin 𝜆∆(𝜏) 𝑑𝜏, 

𝐴1(𝜆) =
1

2
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

cos 𝜆∆(𝜏) 𝑑𝜏, 
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𝐴2(𝜆) =
1

2
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

sin 𝜆∆(𝜏) 𝑑𝜏, 

𝐵1(𝜆) =
1

4
∫ 𝑞(𝜏) [ ∫ 𝑞(𝑡1) cos 𝜆(2𝜏 − ∆(𝜏) − ∆(𝑡1))

𝜏−∆(𝜏)

0

𝑑𝑡1]

𝜋

0

𝑑𝜏, 

𝐵2(𝜆) =
1

4
∫ 𝑞(𝜏) [ ∫ 𝑞(𝑡1) sin 𝜆(2𝜏 − ∆(𝜏) − ∆(𝑡1))

𝜏−∆(𝜏)

0

𝑑𝑡1]

𝜋

0

𝑑𝜏, 

𝐶1(𝜆) =
1

4
∫ 𝑞(𝜏) [ ∫ 𝑞(𝑡1) cos 𝜆(∆(𝜏) + ∆(𝑡1))

𝜏−∆(𝜏)

0

𝑑𝑡1]

𝜋

0

𝑑𝜏, 

𝐶2(𝜆) =
1

4
∫ 𝑞(𝜏) [ ∫ 𝑞(𝑡1) sin 𝜆(∆(𝜏) + ∆(𝑡1))

𝜏−∆(𝜏)

0

𝑑𝑡1]

𝜋

0

𝑑𝜏, 

𝐷1(𝜆) =
1

2
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

cos 𝜆(2𝜏 − ∆(𝜏)) 𝑑𝜏, 

𝐷2(𝜆) =
1

2
∫ 𝑞(𝜏)

𝜋

0

sin 𝜆(2𝜏 − ∆(𝜏)) 𝑑𝜏, 

E1(𝜆) =
1

4
∫ 𝑞(𝜏) [ ∫ 𝑞(𝑡1) cos 𝜆(∆(𝜏) + 2𝑡1 − ∆(𝑡1))

𝜏−∆(𝜏)

0

𝑑𝑡1]

𝜋

0

𝑑𝜏, 

𝐸2(𝜆) =
1

4
∫ 𝑞(𝜏) [ ∫ 𝑞(𝑡1) sin 𝜆(∆(𝜏) + 2𝑡1 − ∆(𝑡1))

𝜏−∆(𝜏)

0

𝑑𝑡1]

𝜋

0

𝑑𝜏, 

H1(𝜆) =
1

4
∫ 𝑞(𝜏) [ ∫ 𝑞(𝑡1) cos 𝜆(2𝜏 − ∆(𝜏) − 2𝑡1 + ∆(𝑡1))

𝜏−∆(𝜏)

0

𝑑𝑡1]

𝜋

0

𝑑𝜏, 

𝐻2(𝜆) =
1

4
∫ 𝑞(𝜏) [ ∫ 𝑞(𝑡1) sin 𝜆(2𝜏 − ∆(𝜏) − 2𝑡1 + ∆(𝑡1))

𝜏−∆(𝜏)

0

𝑑𝑡1]

𝜋

0

𝑑𝜏. 

işarə edək. 

Aşağıdakı teorem isbat edilir. 

 Teorem 1. (1)–(7) sərhəd məsələsinin məxsusi funksiyaları üçün n  ikən aşağıdakı 

asimptotik düstur doğrudur: 
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 𝜆𝑛 = 𝑛 +
ctg 𝛽 − ctg 𝛼 − 𝐴1(𝑛) − 𝐷1(𝑛)

𝑛𝜋
+ 

+
2𝐷2(𝑛) ctg 𝛼 − ctg 𝛽 + (𝐴1(𝑛) + 𝐷1(𝑛))(𝐴2(𝑛) + 𝐷2(𝑛)) − 𝐶2(𝑛)

𝑛2𝜋
+ 

+
𝐵2(𝑛) − 𝐸2(𝑛) + 𝐻2(𝑛)

𝑛2𝜋
− 

−
(ctg 𝛼 − ctg 𝛽 + 𝐴1(𝑛) + 𝐷1(𝑛))

2

𝑛3
+  𝑂 (

1

𝑛3
).                                    (12) 

 Г𝑁0
 ilə dörd təpə nöqtəsi  

𝐴 = 𝑁0 + 𝜀 + 𝑖𝑁0,           𝐵 = −𝑁0 − 𝜀+𝑁0𝑖, 

𝐶 = −𝑁0 + 𝜀 + 𝑖𝑁0,        𝐷 = 𝑁0 + 𝜀−𝑁0𝑖, 

olan və saat əqrəbi hərəkətinin əks istiqaməti üzrə yönəlmiş kvadrat konturu işarə edək, burada  

𝑖 = √−1  və  𝑁0 natural ədəddir. 

Məxsusi ədədlər üçün (12) düsturundan alırıq ki, kifayət qədər böyük 𝑁0 üçün  |𝑛| ≤ 𝑁0 

olduqda   𝜆𝑛 ədədi Г𝑁0
-nin daxilində yerləşir, amma |𝑛| > 𝑁0 olduqda  𝜆𝑛 ədədi Г𝑁0

-nin xaricində 

yerləşir. Buradan alırıq ki, 

𝜆−0
2 + 𝜆0

2 + ∑ (𝜆𝑛
2 − 𝑛2)

𝑁0

0≠𝑛=−𝑁0

= −
1

2𝜋𝑖
∮ 2λln

𝑊(𝜆 )

𝑊0(𝜆 )
𝑑

Г𝑛

𝜆 = 

= −
1

2𝜋𝑖
∮ 2(ctg 𝛼 − ctg 𝛽 + 𝐴1(𝜆) + 𝐷1(𝜆)) ctg 𝜆𝜋 𝑑

Г𝑛

𝜆 − 

−
1

2𝜋𝑖
∮ 2(𝐴2(𝜆) + 𝐷2(𝜆))𝑑

Г𝑛

𝜆 − 

−
1

2𝜋𝑖
∮ 2[−2𝐷2(𝜆) ctg 𝛼

Г𝑛

− (𝐴1(𝜆) + 𝐷1(𝜆))(𝐴2(𝜆) + 𝐷2(𝜆)) + 

+𝐶2(𝜆) − 𝐵2(𝜆) + 𝐸2(𝜆) − H2(𝜆)]
ctg 𝜆𝜋

𝜆
𝑑𝜆 − 

= −
1

2𝜋𝑖
∮ 2[ctg 𝛼 ctg 𝛽 + (ctg 𝛽 − ctg 𝛼) 𝐴1(𝜆) +

Г𝑛

 

+(ctg 𝛼 + ctg 𝛽)𝐷1(𝜆) − 𝐶1(𝜆) + 𝐵1(𝜆) − 𝐸1(𝜆) + H1(𝜆)]
𝑑𝜆

𝜆
+ 

+
1

2𝜋𝑖
∮

(ctg 𝛼 − ctg 𝛽 + 𝐴1(𝜆) + 𝐷1(𝜆))
2

ctg2 𝜆𝜋

𝜆
𝑑

Г𝑛

𝜆 + 
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+
1

2𝜋𝑖
∮

(𝐴2(𝜆) + 𝐷2(𝜆))
2

𝜆
𝑑

Г𝑛

𝜆 + 𝑂 (
1

𝑁0
). 

Buradan hesablamaqla alırıq ki, 

𝜆−0
2 + 𝜆0

2 + ∑ (𝜆𝑛
2 − 𝑛2)

𝑁0

0≠𝑛=−𝑁0

= 

= −
2

𝜋
∑ (ctg 𝛼 − ctg 𝛽 + 𝐴1(𝑛) + 𝐷1(𝑛))

𝑁0

0≠𝑛=−𝑁0

− 

−
2

𝜋
(ctg 𝛼 − ctg 𝛽 + 𝐴1(0) + 𝐷1(0)) − 

− ∑ 2[−2𝐷2(𝑛) ctg 𝛼 − (𝐴1(𝑛) + 𝐷1(𝑛))(𝐴2(𝑛) + 𝐷2(𝑛)) +

𝑁0

0≠𝑛=−𝑁0

 

+𝐶2(𝑛) − 𝐵2(𝑛) + 𝐸2(𝑛) − H2(𝑛)]
1

𝑛𝜋
+ 𝑇 − 

−2[ctg 𝛼 ctg 𝛽 + (ctg 𝛽 − ctg 𝛼) 𝐴1(0) + 

+(ctg 𝛼 + ctg 𝛽)𝐷1(0) − 𝐶1(0) + 𝐵1(0) − 𝐸1(0) + H1(0)] − 

−(ctg 𝛼 − ctg 𝛽 + 𝐴1(0) + 𝐷1(0))
2

+ 

+(𝐴2(0) + 𝐷2(0))
2

+ 𝑂 (
1

𝑁0
),                                                   (13) 

burada  

𝑇 = Res𝜆=0 {2 [[2𝐷2(𝜆) ctg 𝛼 + (𝐴1(𝜆) + 𝐷1(𝜆))(𝐴2(𝜆) + 𝐷2(𝜆)) − 

−𝐶2(𝜆) + 𝐵2(𝜆) − 𝐸2(𝜆) + H2(𝜆)]
ctg 𝜆𝜋

𝜆
𝑑𝜆}. 

 (9)-da 𝑁0 → ∞  ikən limitə keçsək alarıq: 

𝜆−0
2 + 𝜆0

2 + ∑ {𝜆𝑛
2 − 𝑛2

∞

0≠𝑛=−∞

−
2

𝜋
[ctg 𝛽 − ctg 𝛼 − 𝐴1(𝑛) − 𝐷1(𝑛)] + 

+[−2𝐷2(𝑛) ctg 𝛼 − (𝐴1(𝑛) + 𝐷1(𝑛))(𝐴2(𝑛) + 𝐷2(𝑛)) + 

+𝐶2(𝑛) − 𝐵2(𝑛) + 𝐸2(𝑛) − H2(𝑛)]
1

𝑛𝜋
} = 

=
2

𝜋
(ctg 𝛽 − ctg 𝛼 − 𝐴1(0) − 𝐷1(0)) − ctg2 𝛼 − ctg2 𝛽 − 

−2(ctg 𝛼 − ctg 𝛽)(𝐴1(0) + 𝐷1(0)) − 

−(𝐴1(0) + 𝐷1(0))
2

+ −(𝐴2(0) + 𝐷2(0))
2

− 



Azərbaycan Dövlət Dəniz Akademiyasının Elmi Əsərləri №2, 2025

Proceedings of Azerbaijan State Marine Academy №2, 2025 

198 

−2[ctg 𝛼 ctg 𝛽 + (ctg 𝛽 − ctg 𝛼) 𝐴1(0) + 

+(ctg 𝛼 + ctg 𝛽)𝐷1(0) − 𝐶1(0) + 

+𝐵1(0) − 𝐸1(0) + H1(0) + 𝑇.                                                     (14) 

(14) bərabərliyin sol tərəfinə (1)–(7) sərhəd məsələsinin requlyarizə edilmiş izi deyilir.

Beləliklə, requlyarizə edilmiş iz haqqında əsas teorem isbat edilir. 
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