
Azərbaycan Dövlət Dəniz Akademiyasının Elmi Əsərləri №2, 2025

Proceedings of Azerbaijan State Marine Academy №2, 2025 

183 

UOT 629.621 

ANALYSIS OF BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR OPERATOR DIFFERENTIAL 

EGUATIONS IN HILBERT SPACES 

1,2,3Aghayeva G.A.,   3Asgarov R.X., 3 Hasanova L.A. 

1Baku State University, Baku, Azerbaijan 
2 Postdoctoral Department, University of Economics and Pedagogy, Karshi, Uzbekistan 

3“Azerbaijan State Marine Academy” LEPL 

E-mail: gulsumm_agayeva@mail.ru, rafiq.asgarov@asco.az, 

leyla.hasanova@asco.az 

Abstract. This study provides an in-depth investigation of the regular solvability of boundary 

value problems for second-order elliptic operator-differential equations defined on a finite interval 

and involving operator coefficients with discontinuities. Special attention is devoted to understand-

ing how the structural properties of the operator coefficients, their spectral characteristics, and 

the nature of the boundary operators influence the existence, uniqueness, and stability of solutions. 

The analysis relies on modern techniques of operator theory and spectral analysis in Hilbert 

spaces, together with generalized boundary conditions that allow the treatment of a broad class of 

operator-differential models. The paper establishes sufficient conditions for the regular solvability 

of the boundary value problem, connecting these conditions with the spectral behavior of the cor-

responding operator coefficients. The results significantly contribute to the theoretical framework 

of operator-differential equations with discontinuous coefficients and provide a mathematical 

foundation for further applications in mathematical physics, wave theory, and related areas. 

Xülasə. Bu tədqiqat işində sonlu intervalda təyin edilmiş, əmsalları üzrə fasilələrə malik olan 

ikinci tərtib elliptik operator-diferensial tənliklər üçün sərhəd məsələlərinin müntəzəm həllolunma 

xüsusiyyətləri hərtərəfli araşdırılır. İşdə operator əmsalların struktur quruluşu, onların spektral 

xassələri və sərhəd operatorlarının tipi kimi amillərin həllin mövcudluğuna, yeganəliyinə və da-

yanıqlığına təsiri detallı şəkildə təhlil edilir. 

Tədqiqat Hilbert fəzalarında operator nəzəriyyəsinin müasir metodlarına əsaslanır və ümu-

miləşdirilmiş sərhəd şərtlərinin tətbiqi ilə daha geniş sinif operator-diferensial modellərinin təsvi-

rinə imkan yaradır. Müntəzəm həllolunmanı təmin edən kifayət qədər şərtlər əldə edilmiş və bu 

şərtlərin operator əmsalların spektral xüsusiyyətləri ilə əlaqəsi göstərilmişdir. Alınan nəticələr op-

erator-diferensial tənliklərin nəzəri bazasının dərinləşməsinə və riyazi fizika, dalğaların 

nəzəriyyəsi və digər tətbiqi sahələrdə modellərin təhlilinə mühüm töhfə verir. 

Аннотация. В данной работе проводится углублённое исследование регулярной раз-

решимости краевых задач для второго порядка эллиптических операторно-дифференци-
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альных уравнений, определённых на конечном интервале и содержащих операторные коэф-

фициенты с разрывами. Особое внимание уделяется анализу влияния структурных особен-

ностей операторных коэффициентов, их спектральных свойств, а также характера гра-

ничных операторов на поведение решений. 

Предлагаемый подход основан на современных методах спектральной теории опера-

торов в гильбертовых пространствах и использовании обобщённых граничных условиях, 

позволяющих описать широкий области операторно-дифференциальных моделей.  Уста-

новлены достаточные условия регулярной разрешимости краевой задачи, обеспечивающие 

существование, единственность и устойчивость решения относительно исходных данных. 

Полученные результаты расширяют теоретическую базу исследования операторно-диф-

ференциальных уравнений с разрывными коэффициентами и могут быть применены при 

анализе математических моделей в задачах математической физики, теории колебаний и 

смежных областях. 
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1. Introduction. 

Let ));,0((2 HTL  be the Hilbert space of all functions )(tf , defined almost everywhere on 

the interval ),0( T  with values in H , such that 
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Following the monographs [1, 2], we define the Hilbert space                        
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Similarly, the spaces );(2 HRL  and );(2
2 HRW , where R  is the real line. 

We introduce the following subspace of ));,0((2
2 HTW  
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where ),( 2123 HHLF  . Here, ),( YXL  is the space of bounded linear operators acting from X  

into Y . In what follows, derivatives are understood in the sense of distributions [1, 2]. 

 Consider the boundary value problem in the space  H  

),0(,)()()()()()( 21
2 TttftuAtuAtuAttu   ,                (1) 

0)(),0()0(  TuFuu ,                                                    (2) 
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where )(),( tutf  are functions with values in H , and the operator coefficients satisfy the follow-

ing conditions: 

1. A  is a positively defined self-adjoint operator in H ; 
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3. ),( 2123 HHLF  ; 

4. 
j

jj AAB   is bounded in 2,1, jH . 

 Definition. If for ));,0(()( 2 HTLtf   there exists a vector-function 

));,0(()( 2
2 HTWtu  , that satisfies equation (1) almost everywhere on ),0( T , the )(tu  is 

called a regular solution of equation (1).  

2. Some results 

Lemma 1. Let conditions 1)–3) hold and 0Re 1  FA  and 23H . Then for any 

));,0((2
,2 HTWu F  the following inequality holds: 
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Corollary 1. Under the conditions of the lemma, the homogeneous equation 00 uP  only 

the trivial solution. 

Corollary 2. Under the lemma's conditions, for any ));,0((2
,2 HTWu F  the following ine-

qualities hold: 

));,0((022));,0((

2

22 );min(

1
HTLHTL

uPuA


 , 

));,0((0));,0(( 22 );min(2

1
HTLHTL

uPuA


 . 

 

Main results. 

Theorem 1. Let the conditions of lemma 1)-3) be satisfied. Then the operator 0P  is isomor-

phic to space ));,0((2
,2 HTW F  on ));,0((2 HTL . 

Theorem 2. Let conditions 1)-4) be satisfied, 0Re 1  FA  in 21H  and there is an inequal-

ity 
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Then the problem (1),(2) is regularly solvable. 

Corollary 3. Let conditions 1) and 4) be satisfied and inequality holds 1
2

1
21  BB . 

Then  equestion 



Azərbaycan Dövlət Dəniz Akademiyasının Elmi Əsərləri №2, 2025 

Proceedings of Azerbaijan State Marine Academy №2, 2025 
 

186 

 

),0(),()()()()( 21
2 TttftuAtuAtuAtu  , 
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regularly solvable. 

 The proof follows from Theorem 2 when 1)( t  and 0F . This issue was examined in 

work [5] 
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